MPSI  2                     MATHEMATICA : PROGRAMMATION         R. FERRÉOL
TP 5 Fonctions

I) Fonctions simples.

SYNTAXE

1ere forme : f[x_] = x^2
REM : Le caractère _ dans le membre de gauche (jamais dans le membre de droite) signifie que x peut être remplacé par n'importe quelle expression. Si l'on oublie le caractère _ la fonction est définie seulement pour la variable indiquée…

2ème forme : fonction pure.

f = Function[x, x^2+1] ou Function[#^2+1] ou  #^2+1&
Ex1) Reconnaître les fonctions définies ci-dessous.

f[x_]= Piecewise[{{x,x>0}},-x] ou f[x_]=If[x>0,x,-x]

g[n_]:= If[n==1,1,n g[n-1]] (noter le := , affectation différée)

h[n_]:= Which[n==0,0,n==1,1,True,h[n-1]+h[n-2]]
k[n_]:= If[n==1,1,k[n-1]+1/n]
REM : les fonctions g, h, k ont une définition qui fait appel à elle-même ; elles sont dites récursives.

Ex2) Comparer les deux fonctions :  

f[x_]=Piecewise[{{x,x>0},{-x,x<1}}] et 

g[x_]=Piecewise[{{-x,x<1},{x,x>0}}]
Pouvez-vous expliquer la différence ? Pouvez vous dire ce que fait exactement Piecewise[{{f1[x],cond1},{f2[x],cond2}}] ?
Ex3) 

Ci-dessus un barème de calcul de l’impôt. 

Définir une fonction  impot[r_,n_]= Which[...  qui au couple (revenu, nombre de parts ) fait correspondre l’impôt correspondant.

Tracer une vue de la surface d’équation i= impot(r, n)  pour  
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Que remarquez vous visuellement sur cette fonction définie par tranches ?

Ex4) Définir l’opérateur fonctionnel T qui à une fonction f fait correspondre la fonction T(f) définie par 
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 (on utilisera des fonctions pures et l’affectation différée) ; calculer 
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 pour n = 1, 2, 3, 4 , et conjecturer une formule générale [utiliser Composition].

Idem pour U définie par 
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Ex5) Pour exprimer la valeur en x de la dérivée de f, quelle sont les expressions correctes ? Expliquez pourquoi les autres sont fausses.

(f[x])', f'[x], Derivative[1][f[x]], Derivative[1][f][x], D[f][x], D[f[x],x]

Et pour la dérivée seconde ?

(f[x])'', f''[x], Derivative[2][f[x]], Derivative[1][Derivative[1]][f][x], Derivative[2][f][x], D[D[f]][x], D[f[x],x,x] 

II) Fonctions avec procédures renfermant des variables locales.
Utilisation de “Module”

	Déclaration de la fonction de nom f et des variables externes a,b
	f[a_,b_]:=

	Déclaration et initialisation des variables internes à la procédure, dites « locales »
	Module [{p=1},

	Boucles
	Do[If[PrimeQ[k], p=k*p(*fin if*)],{k,a,b} (*fin do*)];

	Déclaration du résultat f[a,b]
	p

	Fin de la procédure
	(*fin module*)]


  
Ex6) Que vaut dans l’exemple ci-dessus f[a,b]? Que se passe-t-il quand  a > b et pourquoi ?

REM : f=Function[{a,b},p=1;Do[If [PrimeQ[k] , p=k p ],{k , a , b}];p]
serait équivalente à la fonction précédente

Ex7)  Programmer une fonction diviseurs qui soit équivalente à la fonction  Divisors de Mathematica. Comparer la rapidité d’exécution de votre fonction avec celle de Mathematica  (demander Timing[diviseurs[2^30]]) 


Ex8) Programmer une fonction f telle que f[n] soit la somme des cubes des chiffres de n en base 10. Déterminer tous les entiers n de 1 à 500 tels que f[n]=n.


Ex9) Programmer une fonction g telle que g[n] soit le nombre n écrit en sens inverse en base 10 ; par exemple, g[3950]=593 ; on définit pour tout naturel a une suite 
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 ; à votre avis, existe-t-il toujours, quelque soit a,  un entier n tel que 
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 soit un palindrome (c’est-à-dire un nombre qui se lit dans les deux sens) ? Essayer a=98 ou 196.


Ex10) Programmer une fonction u dont le résultat soit 
[image: image10.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

1

0

1

1

1

............

1

1

una

a

an

an

=+

+

+

-+

 ; reconnaître à l’aide d’une valeur approchée la valeur de la limite de u(n) quand 
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 pour tout k et montrer mathématiquement cette propriété. Idem pour 
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III) Fonctions récursives.

Une fonction récursive est une fonction qui fait appel à elle-même.
Exemple classique : une suite récurrente du type 
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 se programme en :

 u[n_]:= f[u[n-1]];u[0]=a;
ou  u[n_]:= If[n=0,a,f[u[n-1]]];
Ex11) Programmer la factorielle.

Ex12) Programmer la suite de Fibonacci (F[0] = 0, F[1] = 1, F[n] = F[n –1] + F[n – 2]) ;

tenter de calculer F[100].

Regarder dans l’aide : Functions That Remember Values They Have Found  (taper remember suffit) et modifier pour calculer F[100].

Que calcule la fonction suivante ?

F[n_,a_,b_]:=If[n==0,a,F[n-1,b,a+b]];
Pourquoi est elle plus rapide que la programmation classique du début de l’exercice ?

Ex13) Programmer les coefficients binomiaux de manière récursive.

Ex14) Exponentiations normale et accélérée.


a) définir une fonction récursive simple exposimple[a_,n_] retournant a^n ; cette fonction ne marchera avec mathematica que pour 
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b) définir une fonction récursive exporap[a_,n_] retournant a^n, utilisant le fait que si n est pair, a^n est le carré de a^(n/2) ; compter le nombre d’appels de la fonction exporap dans le calcul de a^100 (à comparer avec les 100 appels si on utilise exposimple). Vérifier les fonctionnement de exporap pour de grande valeurs de n.

Une idée pour accélérer encore le calcul ?

Ex15) Algorithme d’Euclide.

Principe : pgcd[a, b] = pgcd[b, a mod b]  (a mod b étant le reste de la division de a par b)


a) Justifier cette propriété.


b) Écrire une procédure récursive pgcd utilisant cet algorithme.

Ex16) Écrire une procédure récursive  maximum[L_] qui, L étant une liste de réels, retourne le plus grand élément de L. Vous avez droit au Max de 2 nombres, mais pas à plus ; pour ôter L[[1]] de la liste L: Delete[L,1].
Ex17) 
a) Que fait cette procédure  (x est un réel, et L une liste de réels) ? 

insertion[x_,L_]:= Module[{k=1},

While [kLength[L] && x>L[[k] ] ,k++];Insert[L,x,k]]

b) Utiliser cette procédure pour programmer une fonction récursive tri[L_] qui retourne la liste des éléments de L rangés dans l’ordre croissant.

Faire des essais avec des listes de nombres aléatoires comme Table[Random[],{k,1,100}].
Comparer les temps de calcul pour « tri » et pour « Sort[L,Less] » [Timing].

Ex18) 
a) Que fait cette fonction  ?  (x est un objet quelconque et Q impérativement un ensemble d’ensembles comme {{0,1},{1,4,7}}) :

ajout[x_,Q_]:=Table[Union[X,{x}],{X,Q}];

b) Utiliser cette fonction pour programmer une fonction récursive  P[E_] qui retourne l’ensemble des parties de l’ensemble E. Pour cela, on utilisera le fait que si x est un élément quelconque de E (vous choisirez E[[1]]), alors 
[image: image15.wmf](

)

(

)

(

)

\{}\{}

x

PEPExPEx

=È

 (notations mathématiques et non de mathematica) où 
[image: image16.wmf](

)

\{}

x

PEx

 est l’ensemble des parties de 
[image: image17.wmf]\{}

Ex

 auxquelles on a rajouté l’élément x.

Modifier votre fonction P[E_] en une fonction P[E_,p_] qui retourne l’ensemble des parties à p éléments de E.

Ex19) 

a) Que fait cette fonction  (x est un objet quelconque et L une liste) ? 

ajout[x_,L_]:=Table[Insert[L,x,i],{i,1,Length[L]+1}]

b) Ecrire une fonction récursive permute [L_] qui à la liste L fait correspondre la liste de toutes les listes obtenues par permutation à partir de L.

Indication : pour mettre bout à bout toutes les listes d’une liste de listes Q : Flatten[Q,1].
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